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Calculo simbdlico con GeoGebra
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Calculo simbdlico con GeoGebra

Factorizacion de numeros y polinomios.
Resolucion de ecuaciones.

Resolucion de sistemas de ecuaciones.
Discusion de sistemas.

Calculo diferencial.

Calculo integral.

Calculo de limites.

Sumas y productos de series.

Vectores y matrices.

Resolucidon de ecuaciones diferenciales.




Vista CAS - Calculo simbdlico
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Barra de herramientas propia.

1

Las operaciones y resultados aparecen numerados por filas.



Vista CAS - Calculo simbdlico

¥ CAS - Calculo Simbolico
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Enter
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Vista CAS - Calculo simbdlico

b CAS - Calculo Simbélico _

1 | 4E1)r30c4) Entrada
Yl - 23x—16 < Salida
2 || (o

En una fila en blanco:
= Repite la entrada previa.

) Repite la entrada previa encerrada entre paréntesis.

Barra espaciadora Repite la salida previa.




Vista CAS - Calculo simbdlico
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Descripciones de Algebra k
- . c A
. Atraccion de Punto a Cuadricula » o
Redondeo » 0 Lugares Decimales j
1 Lugar Decimal
A4 Rotulado !
@ 2 Lugares Decimales
Tamafio de Letra ’ 3 Lugares Decimales
— Idioma ' 4 Lugares Decimales
._:ru': Avanzado . 5 Lugares Decimales
IE 10 Lugares Decimales
Guarda Configuracidn
g 15 Lugares Decimales
Restablece la Configuracidn Criginal

3 Cifras Significativas
5 Cifras Significativas
10 Cifras Significativas

15 Cifras Significativas

Establece el numero de cifras decimales para los valores

numericos o calculos aproximados.




Vista CAS - Calculo simbdlico

7 GeoGebra
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HH#N

Referencias entre filas

Estéticas:

# salida previa
#n salida fila n
# entrada previa

entrada fila n

Estatica # —

Dinamica § —»

A+

- 5x

Bx

Dinamicas:

$ salida previa
$n salida fila n
$$ entrada previa
$$n entrada fila n
9 2% 3x

O =~ fx?

2 | 5x

O] - bBx

3 %1

O - px?




Operadores matematicos
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Copiar y pegar expresiones

(1391 5)+(6x)

30 x + 159

[

EcY

Copia

Copia como LaTeX
Copia como Farmula LibreOffice

Copia como Imagen

‘5‘[: Pega




Primeras operaciones: factorizar

15
3.5

Factoriza(nimero)

Factoriza(expresion)

1+t

Factoriza: [x-+—1]I

13 | 20! 11
O | - 2432902008176640000 O
44 | Factoriza[2432902008176640000]

12
O - 218 38 54 72 .11.13.17- 10 O

Factorizal(1+Z2x+x"2]]

~ (x+1)°

F CAS - Calculo Simbdlico
, | @B

O | Factoriza: (ni{?+ {.a"h_i) (.j;‘;_'_ 'i"i) (\zfa—?— ﬁ)

: [a]

Factoriza(expresion, variable) -




Maximo comun multiplo y minimo comun divisor

Divisores

MCD Maximo comun divisor

MCM  Minimo comun multiplo

Divisidn

Divisores

ListaDivisores

{cociente, resto}

21 | MCM[24,40]

O = 120

23 | MCD[24,40]

0| = 8

29 MCMe=-Tx+10 x3-3x-10]

O - x5t —ax+20
24 | MCDPE-Tx+10x%-3x-10]

O - x=5

1 Divisidn[xt + = + 45% + 6x + 2 x7+3]
O - [ 4+x+1.3x-1}

2 Divisian[30,4]

o = {?,2}

9 Divisores[36]

Ol -9

3 ListaDivisores[36]

0| = {1,2,3,4,&,9,12,13,3&}




Actividad

Con ayuda de un deslizador, determina la lista de divisores de
los nimeros menores que 100 para establecer cuales son

primos y cuales no.
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:I Nimero 1 ListaDivisores[n]
L G “=1
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NUmeros primos

EsPrimo PrimoPrevio PrimoSiguiente

¥ CAS - Calculo Simbdlico ¥ Vista Grafica

1 ListaDivisores[n]

D -+ {1*2* 3*4*&*12}

EsPrimaln]

oma

- false

3 FPrimoPrevia[n]

- 11

FrimoSiguiente[n]

I -

- 13




Primeras operaciones: desarrollo y sustitucion

Desarrolla Sustituye
%] Sustituye - Fila 1 e i
b CAS - Calculo Simbélico
| 3002-4xs2)pA(x2-2) Expresion Pre... Nueva expresi...

O - —x2—8x+14

2
; B(x*2-4x+ 2)- N | [a]
DL 3 (2 —ax42)—(ax-ax—38) L=]l=][+]

1 (et 2-du+2 -4 (0 2-x-2)

O - —x?—8x+14

g | 3M2-dx+2)4(x2-x-2)

Sustituye, x=2: —b

Sustituye[expresion, variable, valor]




Actividad

Aplica el teorema del resto para determinar las raices enteras
del polinomio:

P(X) = x® +2X° +x+2

Comprueba los resultados hallando la descomposicion en
factores del polinomio.

15 P ) =s+2+x+2

|- Px) =42 4 x+2
Asignacion a una variable: 16 | SustituyelP(d).x.1]
O]l -+ 6

17 | Sustituye[P{x)x-1]

a:=3x-1 i

1g | Sustituye[P(x)x2]
Do~ 20

1g | Sustituye[P(x)x-2]
D=0




Actividades

1. Determinar si 1+i, es una raiz del polinomio:

324 —57234+4z -2

2. Comprobar que a es una raiz del polinomio p(x).

a=+/2++/3++5 p(x) = x® —40x® + 352x* —960x? + 576

3. Si ay b son dos nimeros naturales consecutivos, entonces la
siguiente expresion es un cuadrado perfecto.

a® +b” + (ab)?




Resolucidn de ecuaciones

* Vista Algebraica ¥ Vista Grafica
= Funcion
o f(x) =x +2x —x -2

Raiz[polinomio]



Resolucidn de ecuaciones

b Vista Algebraica ¥ Vista Grafica

= Funcion
o f(x) =x?—2x+5
= Numero Complejo




Resolucidn de ecuaciones

Vista Algebraica » CAS - Calculo Simbolico

¥ Vista Grafica

= Funcion Soluciones[f(x)]

P (}F(x}=xl+x-4 1

= Punto VIT—1 —V171 -1
@ A=(-2.58,0) ol 2 1 ’

@ B=(1.58,0)

}

Solucione




Resolucidn de ecuaciones

k Vista Algebraica b Vista Grafica
= Funcion
o f(x) = x sen(x) 3
= Punto
@ A=(3.14, 0) 21
1 .
4 -3 2 1 0 1 2

_1 -

_2—

_3—

Raiz[ecuacion, valor inicial, valor final]

Raices[ecuacion, valor inicial, valor final]




Resolucidn de ecuaciones

b Vista Algebraica

¥ CAS - Calculo Simbdlico

¥ Vista Grafica

= Funcién
@ f(x) = x sen(x)
= Punto

@ A=(3.14, 0)

Soluciones[x sen(x)]

ol - {2kiw+ 7,2 kg w, 0}

Soluciones[ecuacion




Resolucidn de ecuaciones

¥ CAS - Calculo Simbdlico

O | Resuelve: {x=2,x=1,x=-1,x= -2}

Resuelve
2
Soluciones[ecuacion] b CAS - Calculo Simbélicd,;
1 Soluciones[E-dx+3]
Raiz[ecuacion] O - {31}
y 2 | (e
Resuelve[ecuacion]
Soluciones]a ¥¥+b x+c=0,3]
2
0| - {—":;“;. Soluciones[ecuacion,variable]
Soluciones[a ¥=+b x+c=05x]
3 —
ol - {v’—*‘a;+h‘—h,—v’—*‘a;Jrh*—h} - Resuelve[ecuacion,variable]
d da




¥ Vista Algebraica

Resolucidn de ecuaciones

¥ CAS - Calculo Simbolico

b Vista Grafica

= Funcion
o f(x) =x—2x—4
= Punto

@ A=(-1.24,0)

@ B =(3.24, 0)

Raiz[f(x)]

ol - {x=ﬁ+1,x=-v’§+1}

Raiz[polinomio]




Resolucidn de ecuaciones

* Vista Algebraica * CAS - Calculo Simbdlico ¥ Vista Grafica

= Funcion Raiz[f(x)]

: _ o2 1

------ @ f(x) = x* sen(x)

= Punto O - {x=0,x=2ky w4+ mx =2k 7} 41
4 A=(3.14,0)

Raiz[funcion]



Actividad

Resuelve las siguientes ecuaciones polinbmicas:

X2 +x2—-Tx-7=0 x*+3x2-4=0

Soluciones[e+x=-7x-7]

O - VT, VT, -1}

10 Soluciones[*d+3x"2-4]

Ol - {1,-1}




Factorizacion de polinomios

Factores

Factoriza

FactorC

11

Factores[x"d+3x"2-4]

xtia 1
- x+1 1
x—1 1

12

Factoriza["d+3x"2-4]

- {xz—|—4} (x+1) (x—1)

13

FactorClxt4+3x"2-4]

o(x4+20) (x—210) (x+1) (x—1)




Raices complejas

SolucionesC

ResolucionC

Soluciones[*d+3x"2-4]

14

O - {1,—1}

15 SolucionesClxt4+3x"2-4]
O - {2i,-2i,1,-1}

ResolucionClxe+2x=+5x+10]

— {x=i .= —1 5,x=—2}




Resolucidn de ecuaciones

b Vista Algebraica

¥ CAS - Calculo Simbolico

F Vista Grafica

= Funcion

= Numero Complejo
@ z, =-0.5+1.32i

P @ Z,< -0.5 - 1.32i

—

RaizCompleja[f(x)]
ivV7T—1 —iv7T-1
- 2 2

}

RaizCompleja[polinomia




Resolucidon numérica de ecuaciones

Resolver la ecuacion polinomica x°® +x—-2=0

¥ CAS -Calculo Simbélico
1 Soluciones[f+x-2]

o - {1}

2 SolucionesCE+x-2]

o - {11}

Factorizax® + x - 2]

- {xﬁ+x4+xg+xz+x+2} (x—1)

g | TOO= +xhHE 4 4y
@ = f[x]:=15+x4+xg—|—x?—|—x+2



Resolucidon numérica de ecuaciones

Resolver la ecuacion polinomica x°® +x—-2=0

¥ Vista Algebraica ¥ CAS - Calculo Simbdlico ¥ Vista Grafica
= Funcion 4 | Soluciones{xs+x-2] N
o f(x) =t P x 2
o - {7,1}
5 -
2 Factoriza[x®+x-2]

Ol = (x5—|—x4-|—13—|—12—|—x—|—2) (x—1)

T =+t + 5+ 0%+ 0+ 2

- f(x) := ¥ +xt 3+ x4+ 2




Resolucidon numérica de ecuaciones

Solucionesn[x5+x-2=0]

SolucionesN 4
o - {-1.21,1}

ResolucionN[xs+x-2=0]

o

ResolucionN 0L k= —121x=1)

SolucionesN[ ecuacion, variable]

SolucionesN[ecuacion, variable=valor inicial]

ResolucionN[ ecuacion, variable]

ResolucionN[ecuacion, variable=valor inicial]




Resolucidn de sistemas de ecuaciones

Los mismos comandos utilizados en la resolucion de ecuaciones.

Soluciones[{ecuacion,,ecuacion,,...},{X, Vy, z, ...}]

Resuelve[{ecuacion,,ecuacion,,...},{x, V, z, ...}]

3X+2y—-3z=1]
X+3y—-2z=-3
Ax-y-9z=4

A4

Soluciones[{3x+2y-3z="1 x+3y-27=-3 dx-y-bz=4} {x v 71

L2 -1 1)




La version 5 de GeoGebra facilita la representacion en 3D.
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'
Ll > bld) =) &) A @) <L) =7 e £~
xvd 57 wrl wr wrl W wr ) )
» Vista Algebraica » CAS - Cdlculo Simbdlico b Vista Grafica 3D
Line3D
Resuelve[{3x+2y-3z=13+3y-22=-3 4x-y-5z=4} I,
@ d:X=(1.16, -1.51,-0.18) + A {0.28, 0.17, 0.4) 1 (32 ! ! 1

@ e:X=(0.4,-1.28, 0.22) + A(0.7,0.12, 0.54) o
@ £:X=(0.26,-0.6, 0.47) + A (0.43, 0.1, 0.36)
= Plane3D

Resuelve: (x=2 y=-1 z=1)

y-3z=1 2 || &
@ bix+3y-2z=23
@ Ci4x-y-51=4
= Point3D
L@ A=(2,41,1)




BN Actividad
Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

X—2y+3z=1

'

y+2z=-3

X-3y+z=4

J

X—y+z+t=1
X+y+22-t=2

A4

X—-3y+z-3t=-2

J




Actividad

Discutir y resolver, segun los valores del parametro a, el
siguiente sistema de ecuaciones lineales:

ax+y+z=4
X—ay+z=1

'

X+y+z=a+2




Actividad

Discutir y resolver, segun los valores de los parametros ay b, el
siguiente sistema de ecuaciones lineales:

2X+Yy=Db
4x —ay =6

» Vista Algebraica b CAS - Calculo Simbélico > Vista Grafica
= Mdmero Solucionesic,d} v
...... 4 a=3 1
...... +4 b=1
) 4
= Punto © "*(___)
@ A=(0.9,-0.8) 10 >
= Recta
S oe2xry=1 2
------ 4 d:dx-3y=86




Aplicaciones al analisis y al calculo. Derivadas

Desde la vista algebraica

# Vista Algebraica b Vista Grafica

= Funcidn

Derivadalexpresion] Derivadalexpresion,variable]

- Derivada[expresion,orden]

Derivada[expresion,variable,orden]



Aplicaciones al analisis y al calculo. Derivadas

b CAS - Calculo Simbélico
'EJ 1 X sinx)
. O | Derivada, x cos(x) x+sen(x)
Derivada

Derivadalexpresion]

Derivadalexpresion,variable]

Derivadalexpresion,variable,orden]

Derivadalmplicita[f(x,y)]

Derivadalmplicita[f(x,y), v dependiente, v independiente]




Integracion

-2

oy

4

j Q| Integral, x xt — ¥ + cq

Py -

Integral

Integral[expresion]

Integral[expresion,variable]

Integral[expresion, valor inicial, valor final]

Integral[expresion,variable,valor inicial, valor final]




Calcular:

jlﬁdx ﬁxz cos2x dx
0 0




Actividad

Calcular: F\/; dx
0

b Vista Grafica

¥ Vistd Valor Numérico ¥ CAS - Calculo Simbdlico
= Aproxima Muméricamente

= Fung i q | Tixk=sartx)

2 f(x) = vx

= MNimerg 9 = f(x) = Vx

------ @ a=0.67

Integral[f(x),0,1]




Actividad

T
Calcular: _[4 X% cos2x dx
0

F Vista Algebraica

¥ Vista Grafica

= Funcidn
e @ f(x) = cos(2x) x°
= Mumero

» CAS - Calculo Simbélico

1 flx):=x¢* cos(2x)

9|~ f(x) := cos(2x) x*
Integral[fix),0, mid]

2 2

o|. *—8

32

0.5




Actividad

Hallar el area encerrada entre las dos curvas siguientes:

y_x_2 27
6 X249

b Vista Algebraica » CAS - Calculo Simbélico b Vista Grafica
= Funcidn =T
2 '
@ f(x) = % E )
X
o 8 = 2 TS
- x) = —
g x24+9

x):=271(+9)

27
x40

@ - g(x) =

Integral[gi)-fix)-3,3]

Resuelvefix)=a(x))

O —6
2

- {x=3,x= -3}

-




Actividad

Hallar el area encerrada entre las dos curvas siguientes:

y_x_2 27
6 X249

b Vista Algebraica b CAS - Calculo Simbalico b Vista Grafica

;l Funcion f(x) = 36

i 2
----- @ fi(x) = % 1 2 5
@ — f(x) = X_
...... 2 g(x) = 2T -6
E i 0
= Mimero Qx)=27/(x*+9)
L@ b=11.14 2
27
@ - g(x] = x2 +g

e solve(fixi=alx))

O | Resuewe: {x=3,x= -3} =11.14

Integral[g(x)}-fiix),-3,3]

97 —6
2

.

IntegralEntre[f(x),g(x),a,b]



Calculo de limites

Limite[funcion, valor]

Limite[funcion, variable, valor]

# CAS - Calculo Simbolico

i X*—2x+1 1 | Limite[(2%+1)i(c),1]
x—1 X3 — X ' .
_ 1—cos 2X 9 Limite[{1-cos(2x))= x, 0]
!(I—>0 X2 O - 2

Limite[{d(2+x)"(3x), 0a]

- X 3X 3
lim > . 1
+ X )




L imites laterales

Por la izquierda Limitelnferior

Por la derecha LimiteSuperior




Actividad

Hallar los limites laterales de la funcion f en el punto x = 0,

siendo:
1

f(x)= (2 + x)*

) =(2+x)"(1/x)

5| = f(x):= (x+2)

5 | Limite[f(x),0]
Ol - 7

B Lirmitelnferiar]fix),0]
L B ||

LimiteSuperior(fix),0]

o~

~ 7




Algebra matricial

Definicion de vectores

En la vista algebraica u=(a,b)

En la vista CAS u:=(a,b)
b Vista Algebraica b CAS - Calculo Simbdlico b Vista Grafica
;l Vectar . 1 u=(12) ol
'9 v (2) | - ui=(L2)




Algebra matricial

Definicion de matrices

En la vista algebraica

A={{ay. 81, 1 {81,800, Js- -}
En la vista CAS

A={{a;;,a15---h{ay1,855,.. .}, }

¥ Vista Algebraica ¥ CAS - Calculo Simbdlico
P s B:=4{3,13,{0.2}
e () A = 1 2 1
-2 1 (3 1)
' D - B:=
oB=(3 1) 0 2
..... — (ﬂ >
2 [a]

¢,Cual es la diferencia entre las dos opciones anteriores?




Algebra matricial

Operaciones con vectores

» CAS - Calculo Simbolico ProductoEscalar
1 a={132}

O | - a:={1,3,2} ProductoVectorial
5 | B={0-25)

0| - b:={0,-2.,5} 5 | ProductoEscalarfa,b]
3 a+b - 4

o | - {1.1,7} 6 ProductoVectorial[a,b]
o | 3320 o - {19,-5,-2}
O | - {3.5.16}




Dados los vectores ay b.

Hallar k para que sean perpendiculares.

a=(1k,3) b=(-2,21-k)




Actividad

Dados los vectores ay b.

Hallar k para que sean perpendiculares.

a=(1k,3) b=(-2,21-k)

b CAS - Calculo Simbdlico
1 a={1k3}

O | - a:= {1k, 3}

2 b={-2 2 1-k}

o = b= {—E,E,—k —|—1}

3 ProductoEscalar[a,b]

O 4 =k 41

4 Soluciones[(-k + 1)]

O | - {1}




Algebra matricial

Operaciones con matrices

b Vista Algebraica b CAS - Calculo Simbolico
- Lista B:=({3,11{0.23}

k)




Actividad

Calcula A2, A3, A4y A>,

= O B

O© L BB




Algebra matricial

Dimensiones de una

matriz

Matriz identidad de orden n:

Determinante de una matriz:

Inversa de una matriz:

Transpuesta de una matriz:

Rango de una matriz

Dimension
ldentidad[n]
Determinante
Inversa
Traspone

RangoMatriz

—

A= 4541350

- A:=(_

1 14
1 3

)

Determinante]4]

= T

Inversal4)]

i

|
]
T —e

Traspone[4]

-G




Actividad

Calcula el rango de la siguiente matriz:

1 -2 3 1 5
2 -5 9 3 1
1 -3 6 2 4
1 -4 9 3 -13




Actividad

Calcula el rango de la siguiente matriz:

1 -2 3 1 5
2 -5 9 3 1
1 -3 6 2 4
1 -4 9 3 -13

La forma escalonada de la matriz se obtendra con la funcidn
EscalonadaReducida

EscalonadaReducidalA]

3 10 -3 -1 23
A1 o1 =3 <1 9
00 0 0 8
00 0 0 0




Agustin Carrillo de Albornoz Torres
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